Spectre des syst\`emes int\'egrables quantiques et repr\'esentations
  lin\'eaires by Hernandez, David
ar
X
iv
:1
41
1.
36
26
v1
  [
ma
th.
QA
]  1
3 N
ov
 20
14
SPECTRE DES SYSTE`MES INTE´GRABLES QUANTIQUES
ET REPRE´SENTATIONS LINE´AIRES
par
David Hernandez
Re´sume´. — La structure des valeurs propres d’un syste`me quantique, c’est-a`-dire
de son spectre, est essentielle a` sa compre´hension. Dans un ce´le`bre article date´ de
1971, Baxter a calcule´ ces valeurs propres pour le mode`le ≪ de la glace≫. Il a montre´
qu’elles ont une forme remarquable et re´gulie`re faisant intervenir des polynoˆmes.
Dans les anne´es 1980-1990, il a e´te´ conjecture´ que de tels polynoˆmes permettent de
de´crire le spectre de nombreux syste`mes quantiques plus ge´ne´raux. Nous allons voir
comment, en adoptant le point de vue mathe´matique de la the´orie des repre´sentations,
ces polynoˆmes (de Baxter) apparaissent naturellement. Ce re´sultat nous a permis de
de´montrer en 2013 la conjecture ge´ne´rale.
1. Syste`mes inte´grables quantiques
Le mode`le a` 6 sommets est un ce´le`bre mode`le de physique statistique intro-
duit par Pauling en 1935, qui permet notamment de de´crire le cristal de la glace (voir
[B2]). Il est re´alise´ sur un re´seau dont chaque sommet est relie´ a` 4 autres sommets.
Un e´tat du syste`me est une orientation des areˆtes telle qu’a` chaque sommet arrivent
exactement 2 fleˆches (Figure 1). Les fleˆches repre´sentent l’orientation des mole´cules
d’eau du cristal les unes par rapport aux autres. Il y a 6 configurations possibles a`
chaque sommet (Figure 2), ce qui justifie l’appellation de ce mode`le.
L’e´tude du mode`le de la glace est fortement lie´e a` celle d’un autre mode`le, cette
fois-ci en physique statistique quantique, appele´ mode`le XXZ de Spin 1/2, dit
de Heisenberg quantique (1928). Il s’agit d’une variante en physique quantique du
mode`le d’Ising (1925) (voir [JM]), qui mode´lise des chaˆınes de spins magne´tiques
quantiques ayant deux e´tats classiques, haut ou bas (Figure 3).
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Figure 1. Une orientation d’un re´seau (mode`le a` 6 sommets).
Figure 2. 6 configurations possibles a` chaque sommet.
Figure 3. Etats d’un Spin 1/2 (haut ou bas).
Ces deux mode`les, mode`le a` 6 sommets et mode`le XXZ, figurent parmi les plus
e´tudie´s en physiques statistique et quantique. Les structures mathe´matiques qui les
sous-tendent sont tre`s proches. En de´pit de leur formulation assez e´le´mentaire, ils sont
extreˆmement riches et leur analyse a une tre`s longue histoire.
En physique statistique (quantique), le comportement du syste`me est controˆle´ par
la fonction de partition Z (1), qui permet d’obtenir les grandeurs mesurables(2).
Cette fonction Z est tre`s difficile a` calculer en ge´ne´ral. La me´thode de la matrice de
(1)En physique statistique, la fonction de partition s’exprime comme la somme
∑
j exp(−Ej/(kBT ))
sur tous les e´tats j du syste`me, ou` Ej est l’e´nergie de l’e´tat j, T est la tempe´rature du syste`me
et kB la constante de Boltzmann. En physique quantique, la somme est remplace´e par une trace
TrW (exp(−E/(kBT ))) ou` E est l’ope´rateur ≪ hamiltonien≫ qui agit sur l’espace W des e´tats quan-
tiques du syste`me.
(2)Une grandeur mesurable Q est obtenue comme moyenne ponde´re´e sur les e´tats∑
j exp(−Ej/(kBT ))Qj
Z
des valeurs Qj sur chaque e´tat j.
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transfert est un proce´de´ pour tenter de la de´terminer : il s’agit d’e´crire Z comme
trace d’un ope´rateur T (la matrice de transfert) agissant sur l’espace des e´tats W :
Z = TrW (T
M ).
Ici M est un entier associe´ a` la taille du re´seau du mode`le. Ainsi, pour trouver Z, il
suffit d’obtenir les valeurs propres λj de T :
Z =
∑
j
λMj .
Le spectre {λj}j de T est appele´ le spectre du syste`me quantique.
Dans un ce´le`bre article se´minal de 1971, inspire´ notamment par les travaux de
Bethe (1931), Baxter [B1] a comple`tement re´solu ce proble`me(3). Graˆce a` une e´tude
tre`s pre´cise il a notamment montre´ que les valeurs propres λj de T ont une structure
tout a` fait remarquable : elles s’expriment sous la forme
(1.1) λj = A(z)
Qj(zq
2)
Qj(z)
+D(z)
Qj(zq
−2)
Qj(z)
,
ou` z, q ∈ C∗ sont des parame`tres du mode`le (respectivement spectral et quantique),
A(z) et D(z) sont des fonctions ≪ universelles ≫ (au sens ou` elles ne de´pendent pas
de la valeur propre λj). La fonction Qj(z) de´pend de la valeur propre, mais c’est un
polynoˆme. La relation (1.1) est la fameuse relation de Baxter (ou ≪ relation TQ
de Baxter ≫). Les polynoˆmes Qj sont appele´s polynoˆmes de Baxter.
En re´sultent alors naturellement les questions suivantes :
- Y a-t-il une explication pour l’existence de la relation de Baxter ?
- Une expression analogue avec des polynoˆmes permet-elle de de´crire le spectre
d’autres syste`mes quantiques ?
Une conjecture formule´e en 1998 par Frenkel-Reshetikhin [FR] affirme que la
deuxie`me question doit avoir une re´ponse positive. Comme on ne peut espe´rer ef-
fectuer en ge´ne´ral le calcul de´taille´ de Baxter qui est connu pour le mode`le XXZ,
c’est en re´pondant a` la premie`re question que nous pouvons de´montrer cette conjec-
ture. Pour ce faire, e´tudions les structures mathe´matiques, alge´briques, sous-jacentes
a` la the´orie.
2. Groupes quantiques et leurs repre´sentations
Les groupes quantiques sont graduellement apparus au cours des anne´es 1970,
en particulier dans les travaux de l’e´cole de Leningrad, comme le cadre naturel
mathe´matique pour e´tudier les matrices de transfert. Drinfeld [D1] et Jimbo [J]
(3)Baxter a introduit la me´thode puissante des ≪ Q-ope´rateurs ≫ qui lui a e´galement permis de
re´soudre le mode`le ≪ a` 8 sommets ≫, plus complexe. Le mode`le a` 6 sommets avait aussi e´te´ re´solu
par d’autres me´thodes, notamment dans les travaux de Lieb et Sutherland (1967).
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ont inde´pendamment de´couvert une formulation alge´brique uniforme sous forme
d’alge`bres de Hopf. Il s’agit d’un des re´sultats cite´s pour la me´daille Fields de
Drinfeld en 1990.
Pour introduire les groupes quantiques de Drinfeld-Jimbo, conside´rons d’abord un
objet tre`s classique, une alge`bre de Lie (simple) complexe de dimension finie. Il
s’agit d’un espace vectoriel de dimension finie g muni d’un crochet de Lie, c’est-a`-
dire d’une application biline´aire antisyme´trique
[, ] : g× g→ g
satisfaisant la formule de Jacobi
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0 pour tous x, y, z ∈ g.
L’exemple le plus simple, mais ne´anmoins non trivial car il correspond au mode`le
XXZ, est celui de l’alge`bre de Lie g = sl2 : c’est l’espace des matrices complexes
2× 2 de trace nulle, muni du crochet naturel
[M,N ] =MN −NM
pour lequel il est clairement stable. Pour les ge´ne´rateurs line´aires
E =
(
0 1
0 0
)
, F =
(
0 0
1 0
)
, H =
(
1 0
0 −1
)
,
on a par exemple la relation
(2.2) [E,F ] = H.
Ces alge`bres de Lie ont des analogues naturelles de dimension infinie, les alge`bres
de lacets
gˆ = g⊗ C[t±1],
avec le crochet de Lie de´fini par
[x⊗ f(t), y ⊗ g(t)] = [x, y]⊗ (fg)(t) pour x, y ∈ g et f(t), g(t) ∈ C[t±1],
ce qui revient a` remplacer le corps C par l’anneau des polynoˆmes de Laurent complexes
C[t±1] =
 ∑
N≤i≤M
ait
i|N,M ∈ Z, ai ∈ C
 .
Ces alge`bres sont des quotients d’alge`bres de Kac-Moody affines, qui ont des
proprie´te´s alge´briques semblables a` celles des alge`bres de Lie simples de dimension
finie (notamment une pre´sentation analogue a` celle de Serre pour g, comme l’ont
montre´ Kac (1968) et Moody (1969), voir [K]). Elles ont e´te´ e´tudie´es intensivement
pour leurs diverses applications en mathe´matiques et physique mathe´matique.
Maintenant, pour e´tudier les syste`mes quantiques qui nous inte´ressent, ces alge`bres
de Lie classiques doivent eˆtre quantifie´es, c’est-a`-dire de´forme´es en tenant compte
du parame`tre quantique
q = exp(h) ∈ C∗,
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ou` h est un analogue de la grandeur de Planck (q sera bien identifie´ au parame`tre
quantique de la relation (1.1)). On retrouve les structures classiques pour h→ 0, donc
q → 1. On supposera dans la suite que q n’est pas une racine de l’unite´.
Bien qu’une telle quantification des alge`bres de Lie g ou gˆ elles-meˆmes ne soit pas
connue, Drinfeld et Jimbo ont de´couvert qu’il existe une quantification naturelle de
leurs alge`bres enveloppantes respectives U(g) et U(gˆ) (alge`bres universelles de´finies
a` partir des alge`bres de Lie, par exemple en remplac¸ant dans la pre´sentation de Serre
les crochets [x, y] par des expressions alge´briques xy− yx dans l’alge`bre). On obtient
alors les groupes quantiques Uq(g), Uq(gˆ) qui de´pendent
(4) du parame`tre quantique
q, voir [CP].
Par exemple dans Uq(sl2) la relation (2.2) devient
[E,F ] =
ehH − e−hH
q − q−1
qui tend bien vers H quand h tend vers 0.
Le cas des alge`bres affines quantiques Uq(gˆ) est particulie`rement remarquable
car Drinfeld [D2] a de´montre´(5) qu’elles peuvent non seulement eˆtre obtenues comme
quantification de U(gˆ), mais e´galement, par un autre proce´de´, comme affinisation
du groupe quantique Uq(g). C’est la re´alisation de Drinfeld des alge`bres affines
quantiques. Ceci peut eˆtre e´nonce´ dans le diagramme ≪ commutatif ≫ suivant :
gˆ
Quantification
##❍
❍
❍
❍
❍
g
Affinisation
==⑤
⑤
⑤
⑤
⑤
Quantification
!!❇
❇
❇
❇
❇ Uq(gˆ)
Uq(g)
Affinisation quantique
;;✇
✇
✇
✇
✇
Ce the´ore`me, qui revient a` donner deux pre´sentations isomorphes de Uq(gˆ), est un
analogue quantique du the´ore`me classique de Kac et Moody. Il s’agit d’une bonne
indication de l’importance de ces alge`bres d’un point de vue alge´brique.
Les alge`bres affines quantiques Uq(gˆ) ont en fait une structure beaucoup plus riche,
ce sont des alge`bres de Hopf. Elles sont notamment munies d’une comultiplica-
tion (qui est une ope´ration duale de la multiplication), c’est-a`-dire d’un morphisme
d’alge`bre
(2.3) ∆ : Uq(gˆ)→ Uq(gˆ)⊗ Uq(gˆ).
(4)Elles peuvent eˆtre de´finies comme des alge`bres sur C[[h]].
(5)La preuve a e´te´ pre´cise´e par la suite par Beck puis par Damiani.
6 DAVID HERNANDEZ
Figure 4. Equation de Yang-Baxter
Mais surtout, Uq(gˆ) posse`de une R-matrice universelle, c’est-a`-dire un e´le´ment
(canonique) dans le carre´ tensoriel(6)
R(z) ∈ (Uq(gˆ)⊗ Uq(gˆ))[[z]]
qui est notamment une solution de l’e´quation de Yang-Baxter quantique :
R12(z)R13(zw)R23(w) = R23(w)R13(zw)R12(z).
Les parame`tres formels z, w sont appele´s parame`tres spectraux. Cette e´quation
est a` valeurs dans le cube tensoriel
(Uq(gˆ))
⊗3[[z, w]].
Les indices dans les facteurs indiquent l’emplacement des termes de la R-matrice
universelle :
R12(z) = R(z)⊗ 1 , R23(z) = 1⊗ R(z)...
Il s’agit d’une e´quation hautement non triviale, lie´e aux mouvements de tresses. En
effet, dans la figure 4 on retrouve l’e´quation en lisant de bas en haut et en multipliant
par un facteur Rαβ d’indice (α, β) lorsque le brin α croise le brin β. C’est pour cette
raison que la the´orie des repre´sentations des groupes quantiques permet de construire
des invariants en topologie de basse dimension (notamment les polynoˆmes de Jones
des nœuds). Il s’agit historiquement, avec la construction par Lusztig et Kashiwara de
bases canoniques de repre´sentations des alge`bres de Lie classiques, d’un des premiers
grands succe`s de la the´orie des groupes quantiques. Nous n’aborderons pas ces sujets
ici pour nous concentrer sur les applications aux syste`mes quantiques.
Pour de´crire des solutions de l’e´quation de Yang-Baxter quantique, on peut
spe´cialiser sur des repre´sentations de dimension finie de Uq(gˆ). Une repre´sentation
(line´aire) de Uq(gˆ) est un espace vectoriel V (ici complexe) muni d’un morphisme
d’alge`bre
ρV : Uq(gˆ)→ End(V ).
Autrement dit, l’alge`bre Uq(gˆ) agit sur l’espace V par ope´rateurs line´aires.
(6)En fait, dans une le´ge`re comple´tion du carre´ tensoriel.
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L’e´tude des repre´sentations est un vaste domaine, central en mathe´matiques, appele´
the´orie des repre´sentations. En arithme´tique par exemple, les repre´sentations de
groupes de Galois jouent un roˆle crucial. Elles sont e´galement essentielles dans la
formulation meˆme des principes de la physique quantique car ils font intervenir des
repre´sentations de l’alge`bre des observables.
On de´finit naturellement la somme directe de repre´sentations (V, ρV ) et
(V ′, ρV ′) avec l’application ρV⊕V ′ = ρV + ρV ′ a` valeurs dans End(V ⊕ V
′).
Les repre´sentations simples, c’est-a`-dire qui n’ont pas de sous-repre´sentation
(sous-espace stable pour l’action de l’alge`bre) propre, sont particulie`rement impor-
tantes, comme nous allons le voir dans notre e´tude. Elles constituent les ≪ briques
e´le´mentaires ≫ de la the´orie des repre´sentations. Par exemple, toute repre´sentation
de dimension finie de Uq(g) est semi-simple, c’est-a`-dire isomorphe a` une somme
directe de repre´sentations simples(7). Ce n’est pas le cas(8) pour l’alge`bre affine quan-
tique Uq(gˆ).
Comme Uq(gˆ) est munie d’un coproduit (2.3), pour deux repre´sentations (V, ρV )
et (V ′, ρV ′), le produit tensoriel V ⊗ V
′ est aussi une repre´sentation en utilisant
ρV⊗V ′ = (ρV ⊗ ρV ′) ◦∆ : Uq(gˆ)→ End(V )⊗ End(V
′) = End(V ⊗ V ′).
Cette action sur un produit tensoriel de repre´sentation sera utile par la suite.
Mais inde´pendamment on peut faire aussi agir directement la R-matrice universelle
sur un carre´ tensoriel V ⊗ V pour V une repre´sentation de dimension finie de Uq(gˆ) :
on peut en effet conside´rer l’image de la R-matrice universelle dans End(V ⊗2)(z)
RV,V (z) = (ρV ⊗ ρV )(R(z)) ∈ End(V )
⊗2[[z]] = End(V ⊗2)[[z]].
On obtient aussi une solution de l’e´quation de Yang-Baxter quantique, dite R-
matrice, mais dans l’alge`bre de dimension finie End(V ⊗2)[[z]].
Par exemple, dans le cas g = sl2, l’alge`bre affine quantique Uq(sˆl2) posse`de une
repre´sentation de dimension 2 dite repre´sentation fondamentale et note´e V1. Par
le proce´de´ de´crit ci-dessus, elle produit la R-matrice suivante (9) dans End(V ⊗21 )[[z]]
avec V ⊗21 qui est de dimension 4 :
1 0 0 0
0 q
−1(z−1)
z−q−2
z(1−q−2)
z−q−2 0
0 1−q
−2
z−q−2
q−1(z−1)
z−q−2 0
0 0 0 1
 .
(7)Ce re´sultat de´montre´ par M. Rosso et G. Lusztig est un analogue quantique du the´ore`me classique
de Weyl qui assure que toute repre´sentation de dimension finie de U(g) est semi-simple.
(8)Cependant, toute repre´sentation V de dimension finie de Uq(gˆ) admet une filtration de Jordan-
Ho¨lder par des sous-repre´sentations V0 = V ⊃ V1 ⊃ V2 · · · ⊃ VN = {0} avec les Vi/Vi+1 simples.
(9)La solution explicite de l’e´quation de Yang-Baxter donne´e ici est la R-matrice ≪ normalise´e ≫,
obtenue en multipliant RV1,V1(z) par une certaine fonction scalaire de z. On peut constater que ses
coefficients sont des fonctions me´romorphes en z. C’est un phe´nome`ne ge´ne´ral, voir [EFK].
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C’est la R-matrice associe´e au mode`le XXZ. Mais la the´orie des groupes quan-
tiques en produit beaucoup d’autres, selon qu’on change l’alge`bre de Lie g ou la
repre´sentation V . Elles correspondent a` autant de syste`mes quantiques.
La matrice de transfert TV (z) est alors de´finie en prenant la trace partielle sur
la repre´sentation, c’est-a`-dire
(2.4) TV (z) = ((TrV ◦ρV )⊗ id)(R(z)) ∈ Uq(gˆ)[[z]].
La repre´sentation V qui sert a` construire la matrice de transfert TV (z) est appele´e
espace auxiliaire. Comme conse´quence de l’e´quation de Baxter, les matrices de
transfert commutent, c’est-a`-dire que pour une autre repre´sentation V ′ on a
TV (z)TV (z
′) = TV (z
′)TV (z) dans Uq(gˆ)[[z, z
′]].
Ainsi, les coefficients TV [N ] des matrices de transfert, de´finis par
TV (z) =
∑
N≥0
zNTV [N ],
engendrent une sous-alge`bre commutative de Uq(gˆ).
Donnons-nous une autre repre´sentation de dimension finieW de Uq(gˆ), dite espace
des e´tats. Les coefficients TV [N ] des matrices de transfert agissent donc sur W en
une grande famille commutative d’ope´rateurs. Ainsi, il fait sens de parler des valeurs
propres des matrices de transfert TV (z) sur W .
Dans le cas particulier du mode`le XXZ, on rappelle que g = sl2 et V = V1 est
une repre´sentation fondamentale de dimension 2. L’espace des e´tatsW est un produit
tensoriel de repre´sentations fondamentales de dimension 2 et l’image de l’ope´rateur
TV1(z) dans End(W )[[z]] est bien la matrice de transfert de Baxter. Les re´sultats de
Baxter donnent donc la structure du spectre de TV1(z) sur W dans ce cas.
Que dire en ge´ne´ral?
3. La conjecture du spectre quantique
En 1998 [FR], E. Frenkel et N. Reshetikhin ont propose´ une nouvelle approche
dans le but de ge´ne´raliser les formules de Baxter.
A` cette fin, ils ont introduit le q-caracte`re χq(V ) d’une repre´sentation V de di-
mension finie de Uq(gˆ). Il s’agit d’un polynoˆme de Laurent a` coefficients entiers en
des inde´termine´es Yi,a (1 ≤ i ≤ n, a ∈ C
∗)
χq(V ) ∈ Z[Y
±1
i,a ]1≤i≤n,a∈C∗ .
L’entier n est ici le rang de l’alge`bre de Lie g, qui par exemple vaut bien n pour
g = sln+1. La de´finition du q-caracte`re de V repose sur une de´composition de V en
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sous-espaces de Jordan(10) Vm parame´tre´s par des monoˆme m en les variables Y
±1
i,a :
V =
⊕
m
Vm.
Le q-caracte`re encode les dimensions de cette de´composition. Il est de´fini par
χq(V ) =
∑
m
dim(Vm)m.
Ainsi, les coefficients de χq(V ) sont en fait positifs et leur somme est la dimension V .
Par exemple, pour g = sl2 et V = V1 la repre´sentation fondamentale de dimension
2,
(3.5) χq(V ) = Y1,q−1 + Y
−1
1,q .
On a donc dans ce cas deux sous-espaces de Jordan de dimension 1 associe´s aux
monoˆmes respectifs Y1,q−1 et Y
−1
1,q :
V = VY
1,q−1
⊕ VY −1
1,q
.
La conjecture du spectre quantique de Frenkel et Reshetikhin [FR] pre´dit(11)
que pour une repre´sentation de dimension finie donne´e V , les valeurs propres λj de
TV (z) sur une repre´sentation simple
(12) W sont obtenues de la manie`re suivante :
dans le q-caracte`re χq(V ) de V , on remplace chaque variable formelle Yi,a par
(13)
Fi(az)q
deg(Qi,j)
Qi,j(zaq
−1)
Qi,j(zaq)
,
ou` Fi(z) est une fonction universelle, au sens ou` elle ne de´pend pas de la valeur propre
λj , et Qi,j(z) de´pend de la valeur propre λj mais est un polynoˆme. C’est l’analogue
du polynoˆme de Baxter.
Notons que c’est bien le q-carate`re de l’espace auxiliaire V qui est utilise´ pour e´crire
la formule du spectre de la matrice de transfert sur l’espace des e´tats W .
Dans le cas particulier du mode`le XXZ, on obtient a` partir de (3.5) la formule
λj = F1(zq
−1)qdeg(Q1,j)
Q1,j(zq
−2)
Q1,j(z)
+ (F1(zq))
−1q−deg(Q1,j)
Q1,j(zq
2)
Q1,j(z)
.
Ainsi, la conjecture est bien compatible avec la formule de Baxter (1.1) en identifiant
A(z) = (D(zq2))−1 = (F1(zq))
−1q−deg(Q1,j).
(10)Pour une famille commutative d’ope´rateurs sur W , obtenus a` partir de la re´alisation de Drinfeld
de Uq(gˆ) et distincts en ge´ne´ral des coefficients des matrices de transfert.
(11)Dans des cas particuliers, une conjecture analogue avait e´te´ formule´e par N. Reshetikhin [R] ; V.
Bazhanov et N. Reshetikhin [BR] ; et A. Kuniba et J. Suzuki [KS].
(12) Plus ge´ne´ralement, W peut eˆtre un produit tensoriel de repre´sentations simples.
(13)Pour simplifier l’exposition, on supposera dans la suite de g est simplement lace´e (c’est le cas
notamment des alge`bres de Lie sln+1).
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On peut de´tailler par exemple le cas ou` l’espace des e´tats W ≃ V1 est de dimension
2. On a alors 2 valeurs propres λ0 et λ1. La fonction universelle est
F1(z) = q
1/2exp
(∑
r>0
zr(q−r − qr)
r(qr + q−r)
)
,
et les polynoˆmes de Baxter sont
Q1,0(z) = 1 et Q1,1(z) = 1− z(1 + q + q
2).
On obtient donc le spectre
λ0 = F1(zq
−1)
(
1 + q−3
1− z−1
1− z−1q−2
)
,
(3.6)
λ1 = F1(zq
−1)
(
q
1− z(1 + q−1 + q−2)
1− z(1 + q + q2)
+ q−4
(1− z−1)(1 − z(q2 + q3 + q4))
(1− z−1q−2)(1− z(1 + q + q2))
)
.
En ge´ne´ral la formule peut avoir plus de deux termes. Par exemple, dans le cas d’une
certaine repre´sentation fondamentale V de dimension 3 de Uq(sˆl3), le q-caracte`re est
(3.7) χq(V ) = Y1,q−1 + Y
−1
1,q Y2,1 + Y
−1
2,q2 ,
et la formule pour le spectre est
F1(zq
−1)qdeg(Q1,j)
Q1,j(zq
−2)
Q1,j(z)
+
F2(z)q
deg(Q2,j)
F1(zq)qdeg(Q1,j)
Q1,j(zq
2)Q2,j(zq
−1)
Q1,j(z)Q2,j(zq)
+
q−deg(Q2,j)
(F2(zq2))−1
Q2,j(zq
3)
Q2,j(zq)
.
Notons qu’en ge´ne´ral les repre´sentations simples V de dimension finie peuvent
avoir une dimension ≪ tre`s grande ≫. Par exemple, H. Nakajima a obtenu (a` l’aide
d’un super-calculateur et en s’appuyant sur [N]) que dans le cas de l’alge`bre de Lie
exceptionelle de type E8, une des repre´sentations fondamentales a un q-caracte`re
avec 6899079264 monoˆmes qui ne´cessite un fichier de taille me´moire 180 Go pour eˆtre
e´crit. Il y a donc autant de termes dans la formule de Baxter correspondante. Et les
repre´sentations fondamentales sont les repre´sentations simples de dimensions les plus
basses.
Il est donc hors de question d’aborder cette conjecture par un calcul explicite en
ge´ne´ral. D’ailleurs, meˆme si les repre´sentations simples de dimension finie de Uq(gˆ)
ont e´te´ intensivement e´tudie´es ces vingt-cinq dernie`res anne´es, on ne connaˆıt pas en
ge´ne´ral de formule pour leur q-caracte`re, ni meˆme en fait pour leur dimension.
Ainsi, il faut de nouvelles structures pour aborder la conjecture du spectre quan-
tique.
Notre de´monstration avec E. Frenkel [FH] de la conjecture du spectre quantique
repose ainsi sur de nouveaux ingre´dients dont nous donnons un bref aperc¸u dans les
sections suivantes.
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4. Repre´sentations pre´fondamentales
L’ide´e ge´ne´rale de la preuve est d’interpre´ter les Qi eux-meˆmes comme des va-
leurs propres de nouvelles matrices de transfert, construites non pas a` partir de
repre´sentations de dimension finie V , mais de repre´sentations de dimension infinie
dite repre´sentations pre´fondamentales L+i,a ou` 1 ≤ i ≤ n et a ∈ C
∗.
Nous avions construit pre´alablement ces repre´sentations pre´fondamentales avec M.
Jimbo [HJ] dans un contexte un peu diffe´rent. Ce ne sont pas des repre´sentations de
l’alge`bre entie`re Uq(gˆ), mais d’une certaine sous-alge`bre, la sous-alge`bre de Borel
Uq(bˆ) ⊂ Uq(gˆ).
Cela ne pose cependant pas de proble`me pour construire la matrice de transfert Ti,a(z)
associe´e a` la repre´sentation pre´fondamentale Li,a par la formule (2.4), car il est jus-
tement connu que la partie ≪ gauche ≫ de la R-matrice universelle (celle a` qui on
applique ρLi,a) est dans la sous-alge`bre de Borel
(14) :
Ti,a(z) = ((TrLi,a ◦ρLi,a)⊗ id)(R(z)) ∈ Uq(gˆ)[[z]].
Il n’est alors pas difficile de montrer qu’en utilisant un certain automorphisme de
Uq(bˆ) on a
Ti,a(z) = Ti(az) ou` Ti(z) = Ti,1(z).
Pour le cas du mode`le XXZ, c’est-a`-dire pour g = sl2, V. Bazhanov, S. Lukya-
nov, et A. Zamolodchikov avaient de´ja` construit ≪ a` la main ≫ une repre´sentation
pre´fondamentale (appele´e repre´sentation de q-oscillation) et la matrice de transfert
associe´e (appele´e Q-ope´rateur de Baxter) dans l’article important [BLZ].
Pour obtenir l’existence des repre´sentations pre´fondamentales en ge´ne´ral [HJ],
on ne peut encore une fois pas faire de calculs explicites : le point crucial est de
conside´rer des syste`mes inductifs(15) de repre´sentations simples Lk (les repre´sentations
de Kirillov-Reshetikhin) de dimension finie strictement croissante avec k ≥ 0 et de
de´terminer en quel sens l’action de la sous-alge`bre de Borel Uq(bˆ) ≪ converge ≫ sur la
limite inductive L∞, qui elle est de dimension infinie :
L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · · ⊂ Lk ⊂ Lk+1 ⊂ · · · ⊂ L∞.
Il s’agit ainsi d’une construction asymptotique des repre´sentations pre´fondamentales.
En utilisant certaines filtrations de la repre´sentation pre´fondamentale Li,a, nous
e´tablissons qu’effectivement, a` un facteur scalaire universel fi(z) pre`s, la matrice de
transfert associe´e Ti(z) agit sur l’espace des e´tats W par un ope´rateur polynoˆmial :
ρW (Ti(z)) ∈ fi(z)× (End(W ))[z].
(14)On ne peut cependant pas appliquer la trace a` un espace de dimension infinie. On utilise une
graduation naturelle de Li par des espaces de dimension finie (les espaces de poids). Ainsi dans la
suite, les traces, matrices de transfert, etc. sont ≪ tordues ≫ par cette graduation.
(15)Les inclusions Lk ⊂ Lk+1, construites a` l’aide de produits tensoriels de sous-espaces [H], ne sont
pas compatibles avec l’action de Uq(gˆ) entie`re mais avec celle d’une sous-alge`bre U
+
q (bˆ) de Uq(bˆ).
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Il n’est pas difficile d’e´crire une formule explicite pour la fonction universelle scalaire
fi(z) ∈ C[[z]] (elle ne de´pend que de V et deW ). Il est beaucoup plus de´licat d’obtenir
des informations sur la partie line´aire polynoˆmiale
(fi(z))
−1ρW (Ti(z)) ∈ (End(W ))[z].
De meˆme que les matrices de transfert usuelles commutent, on a
Ti(z)Ti(z
′) = Ti(z
′)Ti(z),
et donc on obtient une famille commutative Ti[m] si on e´crit
Ti(z) =
∑
m≥0
Ti[m]z
m.
En utilisant la trigonalisation simultane´e, cette commutativite´ implique que les valeurs
propres sur W de (Fi(z))
−1Ti(z) elles-meˆmes sont e´galement des polynoˆmes.
5. Anneau de Grothendieck et relations de Baxter
Il faut enfin de´montrer que les valeurs propres de la matrice de transfert TV (z)
s’expriment, comme pre´vu dans la conjecture, en terme des valeurs propres des Ti(z)
selon le q-caracte`re de V . Autrement dit, en remplac¸ant dans χq(V ) chaque variable
Yi,a par le quotient
(16)
Ti(azq
−1)/Ti(azq),
obtient-on la matrice de transfert TV (z) ?
Dans le cas g = ŝl2 et V de dimension du mode`le XXZ, un calcul [BLZ] donne le
re´sultat. On a bien :
TV (z) =
T1(zq
−1)
T1(zq)
+
T1(zq
3)
T1(zq)
.
En ge´ne´ral, nous proposons d’utiliser la cate´gorie O que nous avons de´finie avec M.
Jimbo [HJ]. Il s’agit d’une cate´gorie mono¨ıdale (stable par produits tensoriels) de
repre´sentations de l’alge`bre de Borel Uq(bˆ), contenant les repre´sentations de dimension
finie ainsi que les repre´sentations pre´fondamentales. Nous cate´gorifions les relations
de Baxter ge´ne´ralise´es, c’est-a`-dire que nous les exprimons en termes de la cate´gorie O.
Pour ce faire, on peut de´finir l’anneau de Grothendieck K(O) de cette cate´gorie.
En tant que groupe, il s’agit du groupe libre engendre´ par les classes d’isomorphismes
de repre´sentations simples :
K(O) =
⊕
[V ] Classe d’un simple dans O.
Z[V ].
(16)Ce quotient doit en fait eˆtre multiplie´ par une matrice de transfert d’une repre´sentation de
dimension 1 que nous omettons dans la suite pour simplifier l’exposition.
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Alors tout objet (non ne´cessairement simple) de O a une image dansK(O) en imposant
la relation
[V ′′] = [V ] + [V ′]
si on a une suite exacte dans la cate´gorie
0→ V → V ′′ → V ′ → 0.
On peut alors munir K(O) d’une structure d’anneau par la relation
[V ⊗ V ′] = [V ][V ′]
pour des objets V , V ′ de la cate´gorie O.
Un des the´ore`mes principaux de [FH] est qu’en remplac¸ant dans χq(V ) chaque
variable Yi,a par le quotient
[Li,aq−1 ]
[Li,aq]
,
en replac¸ant χq(V ) par [V ] puis en ≪ chassant ≫ les de´nominateurs, on obtient une
relation dans l’anneau de Grothendieck K(O).
Par exemple, dans notre cas favori du mode`le XXZ, on obtient
[V ] =
[L1,q−1 ]
[L1,q]
+
[L1,q3 ]
[L1,q]
qui donne la relation de Baxter cate´gorifie´e dans l’anneau de Grothendieck
[V ][L1,q] = [V ⊗ L1,q] = [L1,q−1 ] + [L1,q3 ].
En ge´ne´ral on obtient des relations avec plus de termes, comme dans l’exemple pour
g = sl3 ci-dessus pour lequel la formule (3.7) donne
[V ⊗ L1,1 ⊗ L2,q] = [L1,q−2 ⊗ L2,q] + [L1,q2 ⊗ L2,q−1 ] + [L2,q3 ⊗ L1,1].
Maintenant, ≪ prendre la matrice de transfert ≫ est additif et multiplicatif, c’est a`
dire qu’on a un morphisme d’anneau(17)
T : K(O)→ Uq(gˆ)[[z]] , [V ] 7→ TV (z).
Ainsi, les relations de Baxter ge´ne´ralise´es dans l’anneau de Grothendieck K(O) im-
pliquent les relations voulues entre les matrices de transfert. La conjecture du spectre
quantique est donc de´montre´e.
*
(17)On peut montrer que ce morphisme d’anneau est injectif et donc que l’anneau de Grothendieck
K(O) est commutatif (bien que la cate´gorie ne soit pas tresse´e, c’est-a`-dire que V ⊗ V ′ et V ′ ⊗ V ne
sont pas isomorphes en ge´ne´ral). En fait, l’application de q-caracte`res [V ] 7→ χq(V ) elle-meˆme peut
eˆtre prolonge´e en un morphisme d’anneau injectif sur K(O).
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Pour conclure, les formules pour les valeurs propres des matrices de transfert en
terme des polynoˆmes Qi,j impliquent des e´quations entre les racines de ces polynoˆmes
pour garantir que les poˆles apparents se simplifient (par exemple dans l’e´quation (3.6),
(1+q+q2)−1 n’est en fait pas un poˆle de λ1). Dans le cas du mode`le XXZ ce sont les
fameuses e´quations de l’Ansatz de Bethe. Ces conside´rations ont mene´ N. Reshetikhin
[R] a` formuler ces e´quations dans le cas ge´ne´ral (voir aussi [BR, KS, F]). La preuve de
la conjecture du spectre quantique permet de donner une explication et une approche
uniforme a` ces formules. On a maintenant une autre conjecture importante et ouverte :
l’existence d’une bijection entre toutes les valeurs propres et les solutions des e´quations
de l’Ansatz de Bethe (conjecture de comple´tude).
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encourage´ a` e´crire cet article, a` E. Frenkel et M. Jimbo pour notre collaboration et en-
fin a` J. Dumont, C. Hernandez, P. Zinn-Justin et l’e´quipe d’Images de Mathe´matiques
pour leurs remarques sur une version pre´liminaire de ce texte.
Re´fe´rences
[B1] R.J. Baxter, Partition Function of the Eight-Vertex Lattice Model, Ann. Phys. 70
(1971), 193–228.
[B2] R.J. Baxter, Exactly solved models in statistical mechanics, Academic Press Inc., Lon-
don (1982).
[BLZ] V.V. Bazhanov, S.L. Lukyanov et A.B. Zamolodchikov, Integrable structure of confor-
mal field theory. II. Q-operator and DDV equation, Comm. Math. Phys. 190 (1997), 247–
278.
[BR] V.V. Bazhanov et N.Yu. Reshetikhin, Restricted solid on solid models connected with
simply laced Lie algebra, J. Phys. A 23 (1990), 1477–1492.
[CP] V. Chari et A. Pressley, Guide to Quantum Groups, Cambridge University Press,
Cambridge, 1994.
[D1] V. Drinfel’d, Quantum groups, Proceedings of the International Congress of Mathe-
maticians, Vol. 1, 2 (Berkeley, Calif., 1986), 798-820, Amer. Math. Soc., Providence, RI,
(1987)
[D2] V. Drinfel’d, A new realization of Yangians and of quantum affine algebras, Soviet
Math. Dokl. 36 (1988), 212–216.
[EFK] P. Etingof, I. Frenkel and A. Kirillov, Lectures on representation theory and Knizhnik-
Zamolodchikov equations, Mathematical Surveys and Monographs 58. American Mathe-
matical Society, Providence, RI, 1998.
[F] E. Frenkel, Affine algebras, Langlands duality and Bethe ansatz, in Proceedings of the
International Congress of Mathematical Physics, Paris, 1994, ed. D. Iagolnitzer, pp. 606–
642, International Press, 1995.
[FH] E. Frenkel et D. Hernandez, Baxter’s Relations and Spectra of Quantum Integrable
Models, Pre´publication arXiv :1308.3444, a` paraˆıtre dans Duke. Math. J.
[FR] E. Frenkel et N. Reshetikhin, The q-characters of representations of quantum affine
algebras and deformations of W -Algebras, in Recent Developments in Quantum Affine
Algebras and related topics, Contemp. Math. 248 (1999), 163–205.
SPECTRE QUANTIQUE 15
[H] D. Hernandez, Simple tensor products, Invent. Math. 181 (2010), 649–675.
[HJ] D. Hernandez et M. Jimbo, Asymptotic representations and Drinfeld rational fractions,
Compos. Math. 148 (2012), no. 5, 1593–1623.
[J] M. Jimbo, A q-difference analogue of U(g) and the Yang-Baxter equation, Lett. Math.
Phys. 10 (1985), no. 1, 63-69.
[JM] M. Jimbo et T. Miwa, Algebraic analysis of solvable lattice models, CBMS Regional
Conference Series in Mathematics 85, American Mathematical Society (1995).
[K] V. Kac, Infinite Dimensional Lie Algebras, 3rd ed., Cambridge University Press, Cam-
bridge, 1990.
[KS] A. Kuniba et J. Suzuki, Analytic Bethe Ansatz for Fundamental Representations of
Yangians, Comm. Math. Phys. 173 (1995), 225—264.
[N] H. Nakajima, Quiver varieties and t-analogs of q-characters of quantum affine algebras,
Ann. of Math. (2) 160 (2004), no. 3, 1057–1097.
[R] N. Reshetikhin, The spectrum of the transfer matrices connected with Kac–Moody al-
gebras, Lett. Math. Phys. 14 (1987), 235–246.
David Hernandez, Sorbonne Paris Cite´, Univ Paris Diderot, CNRS Institut de Mathe´matiques
de Jussieu-Paris Rive Gauche UMR 7586, Baˆtiment Sophie Germain, Case 7012, 75205
Paris Cedex 13, France. • E-mail : david.hernandez@imj-prg.fr
Url : http://webusers.imj-prg.fr/~david.hernandez/
